Systemy przetwarzania sygnalow

Brzekszialcaniersvynalow,
'mm
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Reprezentacja sygnatow
Za poImocy SZeregow
funkcyjnych.



i Sygnaly z ktorymi mamy do czynienia w

cyfrowem przetworzaniu sygnatow sa przebiegami

0 bardzo ztozonym ksztalcie. = )

Czgsto celowym jest reprezentowac takie
przebiegi X(nN) w postaci lintowe] kombinacy
bardziej prostych przebiegdw. g

To wykona¢ mozna za pomoca doboru
zestawu z gory okreslonych funkcji by (n), b,(n),
ey D (N), .. oraz pewnych wspotczynnikow

liczbowych Cg, Cy5 euey Cpy oo <
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Wtedy sygnat X(n) zdefiniowany za pomoca
N probek z numerami 0, 1, ... N-1 mozna
przedstawiC w postaci:

() = > by (M) (1)

¢, =E; NZi X(n)b, (n)(2)

25

Tutaj {b (n)}

bazowych zdefiniowanych na zbiorze od 0 do N-1

punktow;

{C,} - wspodtczynniki rozktadu sygnalu wedtug
bazy, nazywane widmem sygnatu;
E, - energia K-tej funkcji bazowe;.

- caloksztatt funkcji




x(m = e M) (6 =B Y x(mb, (M)(2)

Ze wzorow (1) 1 (2) wynika, 1z sygnat

cyfrowy mozna zdefiniowa¢ za pomoca jego
probek w dyskretnych chwilach czasu lub za
_ pomoca zbioru wspotczynnikow widmowych.

Y.




Wybor bazy okresla si¢ wzgledami
praktycznej lub matematycznej wygody. ,@g

Zazwycza] w wigkszosci zadan CPS
rozpatruje si¢ sytuacje gdy liczba funkcyi
bazowych jest skonczona 1 dopasowana do
rozmiaru sygnatu N . ==




X(ﬂ)zZCkbk(n) koniecznie jest zeby zbior
k=0

W

funkcjr bazowych odpowiadat

rozktadzie (1)

(1) % nastepujacym warunkom: y

1. Funkcje bazowe
niezalezne

powinne byC liniowo

a,b,(n) +ab () +..+a, b, () F0
przy dowolnych wartosciach wspotczynnikow a. ,
oprocz przypadku, kiedy
a,=a,= .=

a,_ = 0.




d Najczescie] jako baze wybilera si¢ Zbior

liniowo niezaleznych funkcji ortogonalnych, dla

kkt(’)rych spetniony jest warunek: / y
N1
> b(n)-b'(n)=0, k=l
n=0

gdzie (*) — jest symbolem sprz¢zenia zespolonego.



@\W tym przypadku sygnal {X(n)} mozna
rozpatrywa¢c  jako  wektor w  ukladzie
wspotrzednych, ktorego osiami sg funkcje bazowe.

b,(n) g Wspotczynnikami
ol . widmowymi sa
N o wspotrzedne wektorow
na odpowiednich osiach.

Coj bo(N) V




2. System musi by¢ wuporzadkowany. To|
oznacza, ze¢ w zbilorze indeksOw ma miejsce |
,.,relacja porzadku” okreslajgca jaka z funkcj jest]|
poprzedzajaca 1 jaka jest nastepna.

&5

Na przyklad funkcje harmoniczne zwykle\
uporzadkowane sa wedlug wzrostu argumentu
éczqstotliwoéci): 1, cos(X), cos(2X), ..., cos(KX).

-

Y
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yZsY

Od wprowadzonej ,,relacji porzadku” zalezy
ksztalt widma 1 wygodnoscC jego wykorzystywania.

- Na przyklad, przy analizie Widmowe}

Fouriera systemOw 2z ograniczonym pasmem
czestotliwoscl czgsto zostaja odrzucone sktadowe
widma odpowiadajace wysokim czestotliwoscia. B

b,
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3. Funkcje bazowe na przedziale ortogonalnosci
powinni posiadac¢ skonczong energie:

nzz(;bkz(n)<oo ,@
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4. System funkcji powinen tworzyC rodzing
zupelng.

. To oznacza, ze niemozliwe jest dodanie ani

jednej funkcii, ktora bytaby ortogonalna wzgledem

reszty wszystkich funkcji systemu.
u ),
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Szeregi Fouriera



Tak wigc dowolny sygnat okresowy mozemy
przedstawiC w postaci sumy wielu skladowych.

é Jedna z metod takiego opisu sygna@

nazywamy szeregami Fouriera.

Metoda ta zaktada, ze zbi10or skladowych ma
czestotliwosci, ktore sa wielokrotnosciami jakiejs
\podstawowej czestotliwosci f:

Y

x(t):;c

> a, sin(2znft)
n=1

Z b. cos(2znft)
n=1 ]
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= Z, powyzszych rozwazan wynika 1z przebiegi
ztozone moga byC rozbite na wiele prostych
przebiegow sinusoidalnych 1 kosinusoidalnych o
roznych cze¢stotliwosciach. y

b
Na przyktad ciag impulsow prostokatnych sktada si¢
z nieskonczonej 1losci sinusoid o ro6znych amplitudach.

1
1

5
0 R 0
t ot
ideal pel‘iOdiC Signal real Composition
(based on harmonics)




- Dowolny przebieg okresowy moze byé\

reprezentowany przez szeregli Fouriera przy

zatozeniu, ze N jest dostatecznie duze.

. Yy
Poszczegdlne sktadowe czgstotliwosciowe

znane s3 pod nazwa harmonicznych, a caty

zestaw tych skladowych nazywa si¢ widmem

sygnalu. &l
4

Za pomoca uogolnionych szeregow
Fouriera mozna przedstawi¢ przebieg sygnalu o
kdowolnc‘:j postaci.

Yy




Amplitude

| second
Frequency =7 Hz

<
12

a. Time domain

Amplitude

b. Frequency domain

g

Frequency
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Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

Urodzit sie¢ 21 marca 1768 roku w
Auxerre, we Francji. Pochodzil z bardzo
biednej rodziny.

W 9 roku zycia stracit obydwoje
rodzicow. Brak pochodzenia 1 tytulu
szlacheckiego uniemozliwilty mu nauke¢ w
szkole wyzszej. Sytuacje zmienita
dopiero Rewolucja Francuska.

é Fourier zainteresowania matematyczne Iaczyt 7z
dziatalnoscia polityczna.

Byt dwukrotnie uwieziony, dwukrotnie udato mu
Qiq uniknac¢ gilotyny w okresie Rewolucji Francuskie;. y
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4 Wspotpracowal z Naoleonem\
Bonaparte, ktory w 1802 mianowal go
perfektem dzielnicy Francji z siedziba
w Grenoble. I wlasnie w tym okresie

Fourier opracowat swojq teorig. y

u
4 W 1807r. praca Fouriera byla

recenzowana przez czterech
znakomitych naukowcoOw matematykow.
Trzech z mnich ocenilo ja
pozytywnie, lecz  czwarty, J.L.
Lagrange, podtrzymat swoje krytyczne
stanowisko sprzed 50 lat.
W efekcie praca ta nie zostala
opublikowana. Po poprawkach
1 przerobkach ukazata si¢ w postaci
. ksiazkowej 15 lat p6zniej, w 1822r.




Dyskretne

przeksztalcenie Fouriera
(DFT)



Dyskretne funkcji
wyktadnicze.



1 (o0 ) | (o0 )
5 c+ ) a sin(2znft)+ » b cos(2znft)
n=1 n=1

Po pierwsze, w rzeczywistych warunkach
nie jest mozliwa realizacja nieskonczonego
sumowania, gdyz nigdy nie osiggnelibysmy
wyniku koncowego.

Po drugie, czas przeznaczony na
0s13gnigcie wartosci wyjsciowej jest limitowany.

<
( Wynika stad, ze liczba czestotliwosci biorgcych udziat

w obliczeniach jest ograniczona.
\ .




Dyskretna transformata Fouriera ( Discrete
Fourier Transform — DFT) ustala wzajemny
zwigzek migdzy czasowe] 1 czestotliwosciowe]

reprezentacje] sygnalu przy jego rozktadzie na
szereg sktadowych harmonicznych. ez

Ona ma wielorakie zastosowania przy\

analizie widmowej 1 korelacyjnej, przy syntezie

filtrow, w technice wykrywania 1 oceny sygnatow.
b Yy
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Na czas obecny opracowane sa efektywne
metody obliczamia DFT, pozwalajace realizowac
rozne zadania CPS, ktore dotychczas byl
nierozwiazywalne z powodu duzej zlozonosci
obliczeniowe;.
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@ W  dyskretnej transformatie  Fouriera
wykorzystuje si¢ system funkcji wykladniczych
(angl. discrete exponential functions — DEF)
zdefiniowanych za pomoca nast¢pujacego wzoru:

def (k,n) = exp(—] %kn) = cos%{kn — jsin%kn, nk=0,N-1

Oznaczmy |w = exp(—%) . Wtedy|def (k,n) = w*"
. 7z k.n . \
Wielkos¢ w™" zwykle nazywa sie

wspolczynnikiem skretu 1 reprezentuje soba
kwektor w plaszczyznie zespolone;.

4




é ., )
Caly system DEF mozna zapisaC w postaci

macierzy E, , ktorej wierse sa numerowane za
pomoca indeksu K, kolumny — za pomoca indeksu
N, a na skrzyzowaniu K-tego wersza 1 nN-tej
Kkolumny zapisana jest warto$¢ W*" y

0 1 - n--- N=1

E, = : /

k Wkn

N—l 34
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Na przyktad dla N=8 macierz E4 ma postac:



=Tz zz=zzz=
=Tz zzz =z =z =
=T z2z2'z=z=z z:
Tz z =z =z =z =z =z
=== =z=z =z
=Tz zzzz =z =
=Tz :s:

|
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Wihiasnosci systemu DEF



1.0rtogonalnosc

;N,dla (k —1)=0mod N /

= 0,dla(k—I)#0modN
4 A

Cecha ortogonalnosci wskazuje na to, ze
lloczyn skalarny dwoch dowolnych wierszy
macierzy E, (z ktorych jeden wiersz jest
sprzezony) jest rownym zeru w przypadku réznych
wierszy 1 rowny N w przypadku ich koincydancji.

b Wy
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4 A
Notacja macierzowa tej wilasnosclt ma

nastepujaca postac:

. y

EN(EEI)*:NIN /

gdzie I, — jest macierza jednostkowa.

29




-

WNI.Wr= Wr,

2. OKkresowosc¢

Jesli kn = N-l+ r, wowczas wWk"
co pozwala zapisaC elementy macierzy Eg

/C

wyktadnikow

wartosciami

zminimalizowanymi
wspotczynnikow skretu.
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3. Symetrycznos¢

‘EN =EL| /

4 \
Wiasnos¢ symetrycznosct pozwala tatwo

znalez¢ macierz odwrotna E,.
. y

Stad wynika, ze

E, =N"-Ej

41



4. Multiplikatywnos¢

(k1+k2),n

kl,n k2n
wli-w? =w : /
K,n K.,n

W Ny W Ny :Wk(n1+n2).

Wilasnos¢ ta oznacza, ze przy mnoZeniu\
dwych wierszy (kolumn) macierzy E, ze soba
otrzymujemy wiersz (kolumng) tej samej macierzy.

Numer wersza (kolumny) bedzie rowny

sumie wartoscit wyktadnikow. |
. 4 v
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Dyskretna  transformata  Fouriera  ma
\nastqpuj acq postac:

N —

N —1 1
=3 W%,k =0,N-1|x, = NZW‘k”ck,n =0.N-1

Pierwszy wzOr ma nazw¢ dyskretne)
transformaty Fouriera, zas wzor drugi nazywa si¢
odwrotng transformata Fouriera.

-
Sekwencia {X .} reprezentuje sobg probki sygnatu,

zas sekwencja {C, }- wspolczynniki widmowe.
\ 4
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4 , / - Y
Sformulowane wilasnie dwa rOwnania tworza

par¢ DFT, ktora niebawem przeanalizujemy
éokladniej.

Y

W tej chwii mamy do dyspozycji pare
rownan umozliwiajacych nam dokonywanie
dyskretnych (cyfrowych) wzajemnych
przeksztalcen  miedzy  dziedzing  czasowa
1 czestotliwosciowa.
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/

W notacji macierzowe] para transformat

wyglada w nastepujacy sposob:

<

W

Cle — EN .Xle

gdzie Xle — [Xm X seees XN—I]

sq odpowiednio wektorami probek sygnatu

25

T

L
Xle :WENI .Cle

Cle — [Coacla'"aCN—l]

T

1 wspotczynnikow widmowych.



-~ Wilasnosci DFT



1. Okresowosc¢ /

h

Widmo wytwarzane za posrednictwem
DEFT jest okresowe:

=

y
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2. Z.wiazek ze wspolczynnikami
szeregu Fouriera /

Jesli czgstotliwosC  probkowania zostata
wybrana wedlug prawa Szannona, to wowczas
DFT pozwala na podstawie probek X wyznaczy¢
widmo, ktore na interwale 0< k < N-1 odpowiada
widmowi sygnatu wejsciowego.

48




\

. N
Przy czym pierwsze

(N/2-1) wartosc1  {C,}
odpowiadaja
wspotczynnikom

widmowym na dodatnich
czestotliwosciach,
ostatnie (N/2-1) wartosci
{c} zas, odpowiadaja
wspotczynnikom
widmowym na
czestotliwosciach

b)

yjemnych.

_____________________



v

4 S
W  przypadku transformaty odwrotne;

pierwsze (N/2 -1) wartosct X  odpowiadaja
dodatniej czesci probek sygnalu w dziedzinie
czasu, ostatnie (N/2 -1) wartosci zas — ujemnej

czescl probek w dziedzinie czasu. )




v <
‘ Jesli X, ,- wektor skladajacy si¢ z probek

sygnatu, C, ,- wektor wspotczynnikow DFT, oraz
o - pewen skalar, wowczas:

/

aCy., =E, -(aXy,)

x1

51



P

Ponadto jeshi X ,- wektor skiadajacy sig
probek jednego sygnatu, zas Y

Nx1

2

wektor

skladajacy si¢ z probek drugiego sygnalu, oraz
Cc iC() sa odpowiednio wspotczynnikami DFT

- pierwszego 1 drugiego sygnatu, wowczas:

2o

(X) (Y)
C N x1 T C N x1

EN . (Xle + Yle)

//’



4. Przesunigcie cykliczne
NieCh Xle — [X()axla'": XN_l]T Cle — [C()acla"'DCN—l]T

sq odpowiednio wektorami probek sygnatu
1 wspotczynnikoOw widmowych.

Przy przesunigciu cyklicznym sygnatu X |
w lewo o | pozycji tak, 1z

|
XS =X e Xnps X X410, V€, N =1

quz1emy mleh

Nod = dlag{exp(J_k|)} . YkeO,N

| 53




o —ulD

Przy przesuni¢ciu cyklicznym sygnatu Xy,
w prawo o | pozycji w ten sposob iz

(I-) _ T
X =X e Xy Xgoees Xy 1> Ve, N =1

ofrzymamy

C. = diag{exp(—j%zkl)}-Cle, vk € O.N =1

a4 Przy przesunieciu sygnatu wzgledem czasu |
widmo  amplitudowe  (wielkos¢  amplitud
pojedynczych skladowych harmonicznych) nie
zmienia si1¢. Zmianie podlegaja tylko fazy
. sktadowych harmonicznych (widmo fazowe).




5. Prawo Parsewala

Energia sygnalu przed przetwarzaniem
rOwna si¢ energii sygnatu po przetwarzaniu.

Energia si¢ nie traci!
!

3



6. Symetria widma sygnalu
rzeczywistego

/ Dla  sygnalow  rzeczywistych Widmo\
wytwarzane za posrednictwem DFT charakteryzuje
s1¢ symetriga parzysta wzdluz os1 rzeczywistej oraz
symetrig nieparzysta wzdluz osi urojonej - wynika
to z faktu, ze wspolczynniki skretu zawsze

vastqpuja( Ww postaci par sprz¢zonych. /

4 L .
Oznacza to po prostu, ze jesli mamy do czynienia z sygnatem
rzeczywistym, wowczas 110s¢ niezbednej do zapamigtania informacji
dotyczace; widma czestotliwosciowego jest mniejsza, gdyz

| Y

anormacja ta powtarza sig.




7. Widmo amlitudowe a widmo fazowe

] M-I _g2e,
XTk]-— > tnje "
N n=0

Widmo amplitudowe
| XTk]| = yRe?[X[k]]+ Im?[X[k]]

Widmo fazowe

Im| X k]|

arg( XTk])= arc tg RE[X[.E']]




Numeryczne
obliczanie widma
sygnatu.
Szybka transformata
Fouriera



/ Mamy wiec narzedzie umozhw1aja(c\
dokonywanie obustronnych przeksztalcen mi¢dzy
dziedzina czasowa 1 czestotliwosciowa, lecz w
dalszym ciagu nie wiemy w jaki sposoOb nalezy

zaprogramowaC urzadzenie DSP by moglo
\realizowaé dyskretne przeksztatcenie Fouriera. /

Nie znamy takze komplikacji na jakie
mozemy si1¢ natkna¢ podczas projektowania
przetwarzajacego algorytmu DSP.
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é Y
DFT jest niezwykle efektywna metoda

okreslania widma czgstotliwosciowego dowolnego
ngnalu. y

Jedyna niedoskonaloscig tej techniki jest
znaczny czas niezbedny do obliczenia rezultatu
koncowego.

60



2%

4 L. : . )
Dzieje si¢ tak dlatego, ze w celu wytworzenia

pelmego zestawu wspotczynnikoOw wyjsciowych
obydwa wskazniki, k 1 n, powinny uwzgledni¢ caty
zakres swoich wartosci (od 0 do N-1) 1 w zwiazku z
{ym powinno by¢ wykonane N? obliczen.

W

:

—_—

/

N-1 4
C = > W%, ,k=0,N-1,
n=0
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for K [0, N —1]

0(N-1)
N

1(N-1)
Wy

(N-D(N-T)

| X(1)

1s called the Fourier Matrix

X(0)

X(N —1) |
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Discrete Fourier Transform (DFT)

Cy (K) = Nilx(n)exp( — J27znk / N)

—1

X(n) = ﬁNZ Cy (K)exp( J2znk / N)

k=0

63




Cy (K) = Ex(n)exp(—jZnnk/ N)

—1

x(n){cos(2mk / N) = jsin(2znk / N)}

Z

I
)

n

X(N) = ﬁNicN (K)exp(J2/mnk/N)

N (K){cos(2ank/N)+ jsin2mk /N)}

k=0

_ 1
N




Przegladajac poprzednie dwa rOwnania
mozemy przekonac si¢, ze kazda kolejna sktadowa
rOwnania zawiera w sobie funkcj¢ mnozenia-
dodawania, tak wiec DFT o N = 1000 (1000-
punktowe DFT) powinno wykona¢ co najmniej 10°
cykli maszynowych, nawet przy zastosowaniu
specjalizowanych procesorow DSP.

\
Wykorzystujac uktad DSP o czasie cyklu rOwnym

50 ns operacja ta zaymie okoto 0,05 s 1, w zwigzku z tym,
maksymalna czgstotliwosC probkowania urzadzenia nie

moze przekroczyc¢ 20 Hz!
, PP g Yy
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Rozpatrzmy  ponownie  wspoOtczynnik
skretu wy

N

\

W

Przekonamy si¢ wowczas, ze ta sama
wartos¢ Wy wystepuje w obliczeniach DFT
wielokrotnie, gdyz jest ona funkcja okresowa o
limitowanej liczbie odrgbnych wartosci.
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. Zadaniem wigc szybkiego przeksztalcenia
Fouriera (FFT), 1 jego odwrotnosci (IFFT), jest
wykorzystanie tej nadmiarowosci w celu redukceyi

_ liczby niezbednych obliczen czastkowych. = 3

/. tego powodu i1stotne znaczenie majq
procedury obliczeniowe redukujace liczb¢ mnozen

i sumowan. =
4 . . 5
| Jedna z takich procedur jest algorytm

s.zybkiej transformaty Fouriera (FFT).
\ y




W roku 1965 pojawita si¢ publikacja pod
tytutem ,,Algorytmy dla obliczen komputerowych
zespolonych  szeregow  Fouriera" autorstwa
Cooleya 1 Tukeya.

Pozycja ta miata przelomowe znaczenie,
gdyz proponowata znaczne udoskonalenie DFT.

'
Cooley J.JW. "




. W przypadku algorytmu FFT zloZonoéé\

obliczeniowa wynosi N/2:10g,N, to znaczy ze w

efekcie liczba wykonywanych operacji
redukowana jest do mnozen
=y

Q dodawan.

Na przyklad dla N=4096 bezposrednie
wykorzystanie wzoru dla DFT wymaga 16
milionow mnozen.

Algorytm FFT w tym przypadku wymaga\
zaledwie 49 tysiecy mnozen. Ponad 300 razy
_mniej!!!

4




= Ogodlna postac szybkiego przeksztalcenia\

Fourtera  obegimuje  wiele  rdéznorodnych
algorytmOw o roznych wlasciwosciach z i1ch
\zaletami 1 wadami. y

- Na przyklad FFT optymalizowane pod\
katem uzycia j¢zykoOw wysokiego poziomu nie
begdzie prawdopodobnie prawidiowo
funkcjonowac przy zastosowaniu W
\staloprzecinkowych urzadzenmiach DSP. Yy

b2



Niezaleznie od tego wszystkie algorytmy
FFT wykorzystuyja podobne podejscie do
problemu zmniejszenia dlugiego algorytmu
obliczeniowego przez jego podziat na Kkrotsze

1 prostsze obliczenia DFT. e

4 L. . . , . C
Przyjrzyjmy si¢ wigc szczegdtom jednej z

metod zamiany DFT przez bardziej przydatny

KFFT. y
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Pierwszym krokiem prowadzacym do
redukcji algorytmu obliczeniowego jest podzial
sygnalu ~ wejsciowego  X(n) na  kilka
przeplatajacych si¢ sekwenci. =

Operacja ta zwykle nazywana jest
decymacja czasow3.
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/ Wezmiemy pod\

uwage nasz sygnat oryginalny
o N probkach 1 rozdzielimy
go na dwie sekwencje (jedna
o indeksach parzystych, druga

\o nieparzystych) /

v[0

x[5]
x[6]

x[7]

x[0]

x[4]

x[2]

x[6]

x[1]

¥[5]

x[3]

x[7]




%r* point
DFT

— — point

DFT
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x [0] o—=—

point
DFT

- X[0]
Wy /F v
X[1]

%r— point
DFT

i point
DFT

—"}r-— point
DFT
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! 0 : 0
\ Wy Wy W
x[4] - 07’ Q X[1]
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4
<>
‘4
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Podstawowa ,,cegietkq” algorytmu FFT
jest operacja motylkowa:

¥

x[0]

x[4]

Flow graph of a 2-point DFT.
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\ g[1]
x[1 > N . ——0 X2
— — point .'
\ / : :'
X2 - orl ——o X[4
3 !
s 8Bl L o x(6
h[0] Wy 5
4] L o x[1]
h[1] Wy |
[5] : N ——0 X[3]
1 ) — — point
h|2] W \
x[6] ; 2] W DFT b X[5]
h(3] Wy
x[7] ./ Xl B] o ——0.X[7]
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it L N /XK
e o AIA\ ‘o
L W Wy

decymacja czasowa

2] : .

(3] v%’#,- -. .. Wy

N

(4]

[5]¢ I’Im! ._ Wy

(6] ’A\m’A ' _
W i L

decymacja
czestotliwosciowa

84



Adresacja bitowo-rewersyjna

000 » 000 000
001 001 001
010 /: 010 010
011 011 011

100 100 100 7/
101 » 101 101

110 110 110

111 » 111 111

(@) (b)
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Find mirror image of each entry.

Linear Order
0
1
i Translo®e to
4 Dbinary
5 fepresenfaton.
6
7

000 == 000
001 100
010 010
011 110
100 001
101 10
110 011

1171 —111

Bit-Reversed Order
[Ina three bit system)

0
4
Translae back <
fo decimal 15
epresenfation. s
3
7
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Shmuel Winograd
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Struktura WFFT dla N=15




Struktura WFFT dla N=15




Algorytm WFFT dla N=5

1. 0000
=

ag 5 5 5 5 i An
=1. 23200
ay \ = f J'E"-l
0. 5590 /
1. 53881
= A

a, = . . ;
/ \ =0 36331 / \
= — . = - — A,
\ -0 98781 /
=




Wielu wybitnych uczonych przyczynito si¢
do poglebienia teoretyczney 1 praktyczne)
znajomoscl algorytmow FFT 1 licznymi swymi
wynalazkami zblizylo chwil¢ 1ch praktycznego
zastosowania.

Ramesh C. Agarwal Sidney Burrus Thomas Parks
o8
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