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Przypomniymy, ze 1stota DWT jest podziat
pierwotnego sygnalu za pomoca pary filtrow
(gornoprzepustowego 1 dolnoprzepustowego) na
dwie skladowe 1 nastgpnie hierarchiczna
dekompozycja jedney z tych skladowych
(niskoczgstotliwosciowej) w analogiczny sposob.
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Na kazdym etapie realizacji piramidy Mallata

wykonywana jest bazowa operacja splotu wejsciowego szeregu
danych X(n) z dwoma zestawami wspotczynnikow wagowych:

A e I wsp(’)lczynni(;(i odpowiedzi impulsowej filtru
olnoprzepustowego
aproksymacji /
L 1 4
> g, -alh =]
g m 2n+m? T >
m=0
wspolczynniki odpowiedzi impulsowej filtru
detale gornoprzepustowego
/
/
L -1 y4

I i—1 0
4’ = $h i, al® =x(m
m=

oraz operacja ,,downsamplingu” — odrzucania co drugiej probki
odfiltrowanego sygnatu w kazdej ze sktadowych w celu redukcji
nadmiarowosci zbioru danych.




' Na dzieh dzisiejszy istnieje  wiele
opracowanych zestawow wspotczynnikow filtrow.
Sa to filtry Haara, Daubechies, Coiflety, Simflety

Qinne. y




DWT w bazie Haara jest najprostszym,
lecz dos¢ skutecznym sposobem wieloskalowe;
reprezentacji danych.

Zastosowanie filtrow Haara powoduje, ze na
kazdym ctapie dekompozycji procedura
dolnoprzepustowej filtracji sprowadza si¢ do
obliczania znormalizowanej wartosci Sredniej |
sasiednich elementow sekwencji danych, zas
procedura filtracji  gérnoprzepustowe; — do
obliczania znormalizowanej roznicy tych|
samych elementow. |
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Filtr pasmowy H przeksztalca wejscie x w
wyjscie y=H(x).

Jesli filtr pasmowy jest limmiowy, to
odpowiednie transformaty moga byc¢
reprezentowane jako macierz H, a obliczenie
transformaty sygnalu X osigga si¢ przez obliczenie
mnozenia macierzy Y=H-X.




Ponizszy schemat pokazuje dobrze znany
przyktad filtru pasmowego
analizy, ktory rozdziela czg¢stotliwosct sygnalu

dyskretnego na niskie 1 wysokie.

stosowanego do
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Y, =D"H," . X

Y, =D™H," . X




Jako przykiad obliczmy macierz H dla filtru
pasmowego Haara, biorac wejscie X zawierajace NV
probek.

Operacja ta dla filtru nisko-
czestotliwosciowego moze byC przedstawiona za

pOMoOCa maclerzy:
11 ]
1 1 Nalezy przypomniecC, ze filtr
dolnoprzepustowy Haara H,
g™ _ ! b usrednia sasiednie elementy
o — = :
«/5 " wejscia.
1 1
i 1 10




Filtr gornoprzepustowy Haara H,; oblicza
polowe roznicy pomiedzy kolejnymi probkami
wejsciowymi, co moze byC przedstawione za
pPOMOCy macierzy:
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Operacja  downsamplingu moze  by¢
reprezentowana za pomocg macierzy:

1 0 0 0 O 0 0
001 0 0 0 0
D=0 0 0 0 1 0 0

ktora wybiera pierwszy, trzeci, itd. element X.
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Potaczona operacja

filtrowania

dolnoprzepustowego 1 downsamplingu moze byc¢

reprezentowana za pomocq macierzy:
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Podobnie,

polaczona  operacja
downsamplingu  jest

wysokoprzepustowe] 1
reprezentowana jako:

filtracji
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Gorma 1 dolna gataz filtru pasmowego

wytwarza odpowiednio:

Y, =L"X Y, =B"X

Wyjsciem filtru pasmowego jest:

- |=| - |=H".X|, gdzie H"=| -
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Mozemy takze zbudowac hierarchiczng
reprezentacje  sygnalu  poprzez  rekursywne
filtrowanie niskoprzepustowego wyjscia filtru
pasmowego:

L[n.l'-ll)]-_‘[nﬂ )]-_‘[n :I:{
_..

Hy (> | 2
[Hu > |2 {

(afd )y (nf2)y (n]

. B LY "L"X

"B(n:z)ﬂn)x
-

BMIx
H, P2 >
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W kazdym kroku rekursji wielkos¢ sygnatu
zmniejsza si¢ dwukrotnie.

Jesh sygnal jest dyskretny 1 skonczony (1 jego
dtugos¢ jest potega dwojki), to mozemy w
ostatecznosci uzyska¢ sygnat o dlugosci jednej
probka.

a S
Suma wymiarow wszystkich wyjs¢ jest rowna

wymiarow1 oryginalnego sygnatu wejsciowego.
k

y
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Ostateczna,  hierarchiczna  reprezentacja
sygnalu wejsciowego jest zbiorem wspoilczynnikow
szezegolowosci o roznych poziomach rozktadu
(skale) 1 gruboziarnista wersja oryginalnego
sygnatlu (wyjscie filtru dolnoprzepustowego).
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Operacj¢ analizy falkowe; w calym bloku
filtruyjacym  mozna  przedstawic w  postaci
macierzowe] za pomoca nastepujacego rownania
macierzowego:

a, 1 1 X,

Co 1 -1 X,

a, | 1 1 X,

C, |=—F—= 1 -1 o X,

C | W2 .
Ay 1 XN-2
| ¥N-1 | _ 1 _1_ | XNt
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Odwrotna  transformate Haara mozna
przedstawi¢ w nastepujacy sposob:
B X > -
— 12| |H . X
R4l (ni2)y (nhyy . - T2 H,
O [ [ 12 {H

20




Wzér na odtworzenie wspoOlczynnika
aproksymacji bedzie mial postac:

a, ("D = (LM)T-a,0 + (B®)T-c, ),

gdzie macierze (L™' 1 (BM)! wygladaja
nastepujaco:









Operacja rekonstrukcji sygnatu w calym
bloku filtrujacym bedzie miala postac:

X, 1 1 a,
X, 1 -1 Co
X 1 1 a
2 1 1
X3 = ﬁ 1 -1 ® Cl
Xnos I 1 Ay
XN_i B 1 _1_ Cno
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Przyktady:

Transformata Falkowa Haara dla N=8

T
X:[Xo X Xy, X3 Xy Xy Xg X7]
3)
5 H," 02 |22
H,? 12 & -
(1) 0 3)
HO(I) ¢2 aO C2
o H,? 2
xeR” H,® &

(1

H," 12 [Co
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Krok 1

LO-X,

¢,V =DOH - X==BD- X

a,( = DOH, (- X

odpowiednich  filtrow

dla

Macierze
wygladaja nastepujaco:

0O 000 0 O

1
1

1
0 0 O

1

0 00 0O

1
1

0 0 0 O

1

0

1
1

1

0O 0 0 0 O

1
1

0O 000 0 O
0O 000 0 0 O




bedzie

downsamplingu

Operacja
reprezentowana przez macierz:

0O 00 0 0 0 O

1

1 00 0 0O
0 0 0 O

0

1 0 0 O

0O 00 0 0 O

0

1

Macierze przeksztalcen L 1 B majqg wigc

postac:

-1 0 0 0 O O O

1

-1 0 0 0 O

1

1 -1 0 O

o 0 0 0 0 O

—1

1
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1
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W wyniku otrzymujemy wektory:
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Krok 2:

DO 2. a (D=1 2.a (1
a,@=DOH,® a ()=L>a O,
¢,®=DOH,®- a (=B a O

Macierze dla  odpowiednich  filtrow

wygladaja nastepujaco:
(1 1 0 0) 1 -1 0 0
H = H'Y = —
210 0 1 1 oo2l0 0 1 =1
0 0 0 1) 0o 0 0 1,




Operacja downsamplingu bedzie
reprezentowana przez macierz:

b (1000
001 0

Macierze przeksztatlcen L 1 B majg wiec
postac:

v 1(1 100 vo1(1 -1 0 0
| PO B —
J2l0 0 1 1 J2l0 0 1 -1




W wyniku otrzymamy wektory:

(2) _

X, + X, + X, + X,

X, + X + X, + X,

2

2

X, + X, — X, — X,

X, + X,

_X6_X7

2

2
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Krok 3:
a,=DOH®-a@=L0.a @,

¢, =DOH,®)-a,@ =BGk a @

(3) | 1 1 (3) 1 1 -1
H"Y - _
° ﬁ(o lj S O

Operacja downsamplingu bedzie reprezentowana
przez macierz:

D =(1 0)
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Macierze przeksztalcen L 1 B majg wigc
postac:

1 1
LY =—(@1 1) BY=—(1 -1
V2 2( )
Otrzymamy skalary:
3y Xo X+ X, + X+ X, X+ X+ X,
a,” =
242
c O _ X XX X =X =X =X =X,
2 2\/5
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Odwrotna Transformata Falkowa Haara N=8

Krok 1:

a @)= (LO)T-a,® + (BO)T-¢ O

(L'

V2

|

1

|

B(3)

1

NG

-,

(2)

[ X, + X, + Xy + Xy + X+ X+ X X

22

X, + X, + X, + X5 + X, + X5 + X, + X,

22

X, + X, + X, + X

2
X, + X + X, + X,

2

X, + X + X, + X, — X, — X, — X, — X,

_XO

_)(1

22

— X, = X3 + X, + X5 + X, + X,

22




. s 2NT. (2 NT.» (2
Krok2: a,)=(L®)Ta,® + (B®)T-¢®
(1 0) (1 0)
1 1 O (l)T 1 —1 O
L(2)T:_ B -
(L) lo 1 (B*) o 1
\O 1/ {O —1)
Xy X Xy Xy | [ XX =X, =X | [ X, X
242 272 J2
X, + X, + X, + X, — X, — X, + X, + X, X, + X,
q O — 242 242 _ V2
0 X, + X + X, + X, X, +Xs — X, — X, X, + X,
242 242 V2
X, + X5 + X, + X, — X, — X + X, + X, X, + X,
22 22 1L V2

35



(LM)T-a W + (BD)T-¢ ()

Krok 3: X

_1)

1 0 0 O
1 0 0 O

1
1

0 0 O
0 0 O
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X, T X,
X, T X,

X, + X,

O

X, + X,

[y

(\S}

X, + X

(98]

N

X, + X;

(9]

X + X,

@)

X X X X X X X X

|

X, + X,




Graf algorytmu transformaty falkowe]
w baze Haara dla N=8

im0 S Rl ) ) e o)
Lo Lt ox st ) Xé[gwx e ) - ke x)j}
L) (0 o) > ()l x|
Lox) () 0) > (g5t g5t
L) > 00-x)
Fln) > b-x)
L len) > x)




Dyskretna transformata
falkowa z wykorzystaniem
filtrow Daubechies

Ingrid Daubechies 39



Jest kilka rodzajow filtrow Daubechies:

DAUB2, DAUBA4, ..., DAUB20.

Najprostsza jest falka DAUB4, ktora ma

cztery wspolczynniki: , gdzie:

1+I 3+ﬁ . 3-43 . 1-4/3
42 27 T a2 7 4
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Macierz pojedynczej iteracji transformaty
Daubechies jest dana w postaci:

CO C1 C2 C3
C, —-C, C —C,
C0 Cl C2 C3
C, —-C, C —¢C,
T =
CO Cl C2 C3
c, —-C, C —¢C,
C2 C3 CO Cl
16 =G C; —GC ]
gdzie puste pozycje oznaczajac zera.
4 N

Wiersze nieparzyste reprezentujq filtracje
dolnoprzepustowq, a wiersze parzyste operacje filtracji
\gémopr‘zepusfowej )




Procedura polega na przemnozeniu wektora
danych  wejsciowych X  przez  macierz
transformaty T.

Oryginalny wektor X ma dtugos¢ NV, gdzie N
musi by¢ potega dwojka.

Konsekwentnie macierz filtrowamia w
pierwszym kroku rekursji ma rozmiar NxN.

W nastepnym kroku rekursji macierz ma
rozmiar 2INx/2N
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Operacja odwrotna polega na przemnozeniu
wektora  wspolczynnikoOw  przez — macierz
odwrotng, ktora jest po prostu transpozycja
macierzy transformaty.

Co G C, C,
¢, =G C; =G
C, C, Co G

C; —C¢ ¢ =G

O O o O

|\ T

o |

-~ O
N

(@)

(e

(@)

W

(98]
I
o
S
o
I
o
\]




Macierz T' jest odwrotna do macierzy T,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodza dwa rownania:

c,”+¢  +¢,” +¢,” =1

C,C, +C;C, =0

Dodatkowo potrzebujemy zaleznosci:

c,—C,+C, —C, =0

0-c,—1-c,+2-c,—3-c, =0
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c,”+¢’+¢,° +¢c,’
c,C, +C;Cc, =0

—1/C, —C, +C, —C,

=0
0-c,-1-c,+2-C, —3-C,

=0

Rownania te

czterema niewiadomymi ¢, C,,
odkrytymi przez Ingrid Daubechies.

sqa czterema rownaniami
C,, C; PO raz plerwszy

Z

7
Rozwi1azaniem
W

tych  rownan

Sq

spolczynniki przedstawione juz wczesnie:

cztery

<

Wy

1+I 3+ﬁ _3- J3

C
0 4\/*

. C
NI

_1-43

442
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DAUB4 jest najbardziej zwartym zbiorem ze
zbi1orow wspotczynnikow falkowych.

Jesli bedziemy mieli szeS¢ wspolczynnikow
w miejsce czterech, otrzymamy rozwigzanie
postaci.

. 14410 ++/5+ 2410 . 54410 +3y5+ 2410 . 102410 +2y5+ 2410

’ 1642 o 1642 ? 1642
o _10-2V10-2¢542910  _5+410-3Y542410 14410 -y5+2410
’ 1672 C 1642 7 1642

To jest zbior wspolczynnikoow DAUBSG.
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Przykiad:
Transformata Falkowa ,.Daubechies-4”, N=8

Krok1l: aM=L1-X ¢ D=BDX
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Macierze dla  odpowiednich  filtrow
wygladaja nastepujaco:
_CO Cl C2 C3 )
L(1) _ Co G G Gy
CO Cl C2 C3
_C2 C3 CO Cl _
c, —-C, C -—C, ]
B(l) _ C; —C ¢ =G
C; =G ¢ =G
& =G C; =G,
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W wyniku otrzymamy dwa wektory o
wymiarze 4x1: a, (D i ¢ V.

Krok2: a ®=L®-a W ¢, =B®:a M

Macierze dla odpowiednich filtrow majq
postac:

L(z): Cob G G G B(z):{% -G G _Co}
C, =G G =G

4

W wyniku otrzymamy dwa wektory o
wymiarze 2x1: a,@ i¢,®.

4




W ten sposob otrzymalismy zakonczylismy

proces transformaty, ktora mozna przedstawiC za

pomoca schematu:

S — - — S — (Q\ on
/2\ ~—" N N , /2\ O ~— /U /”.\
— — — — =) = o =)
C ®|lo Ol O o o
1
|
(e — (Q\l on () — @\l con
—~~ \1“/ ~—~~ — L — ~ —~~ —~
N o N N
o - () = o O o =
@ ®© @ ®C@IO O O O

S —~ o 0o < o 0o o~
<X X X X X X X X
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Odwrotna transformata falkowa
.~Daubechies-4”, N=8

Krok1: a (V)= (L®)T-a @+ B)-¢c @

Macierze dla odpowiednich filtrow wygladaja
nastepujaco:

CO C2 C3 Cl
(LT = ¢ G BOYT 2|~ C, —C
CZ CO Cl C3
G G =G =Gy
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Krok 2:

X = (LO)T-a,0 + (BM)T-¢, (M

Macierze
postac:

dla odpowiednich filtrow maja

O O o O
N —

~
=
N
—
Il
(98]
O O o O
[\] p—

[98)

C2 C3 Cl
C, -C, ~C,

0 Cl C3

|
O
o
|
o
S

Y C, C;

C
C
C
C; G -G —GC

W ten sposob odzyskujemy wektor X o
wymiarze 1 x 8.

|




Jesli chcemy podobnie jak w transformacie
Haara w ostatnim kroku uzyskac skalary, musimy
zastosowac transformatg, w ktore; wspotczynniki
aproksymacji 1 szczegolowosct obliczamy z
nast¢pujacych rownan:

a; =Cp - Xy +C - Xyiyy 76, - Xyin TC5 - X555

Ci =C5 Xy —C, - Xyiy 76 - Xyi40 —Cp - Xyi43

Macierze odpowiednich filtracji be¢da
mialy postac:

33
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W ostatniej 1teracji wspotczynniki macierzy
beda mnozone przez elementy sygnatu: x,.,, Xy,

lexN+1.
_CO c, ¢, ¢, 0 0 O O 11 I tu pojawi sie
problem, poniewaz
10 — 0 0 ¢ ¢ ¢ ¢ 0 O Xy 1 Xy, nie
O 0 0 0 ¢, ¢, Cc, ¢ istnieja.
000 0 0 0 0 ¢ ¢|c c| L=
(¢, -¢c, ¢, -¢, 0 O O O |
O 0 ¢ -c, ¢, -¢c, 0 O

o o
I
o
o

(8]
|
@)
[\
o
|
g
()
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Istniejq trzy metody radzenia sobie z tym
problemem:
4 5
1. Potraktowanie zbioru danych jako
okresowych.

y

Na poczatek sekwencji danych wstawiamy
koncowe elementy sygnatu (w przypadku DWT),
lub na koncu wektora umieszczamy poczatkowe

elementy sekwencji  danych (w przypadku
IDWT).
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2. Powturzenie skrajnich elementow |

znajdujacych si¢ po kazdej stronie wektora
danych (na poczatku 1 na koncu) tyle razy ile
jest to konecznie dla uzupelnienia nezbgdne;j

. dlugosci wektora. .

>
3. Dopisywanie po jednej lub obydwu stronach

wektora danych odpowiedniej licby ,,zer”.

\

y

1



Krok 1: W pierwszym kroku bedziemy wiec
mnozy¢ macierz L) i macierz B przez wektor:

T
X:[X6 Xy Xo X Xy X3 Xy X X X7]

Otrzymamy:
(C X, +CX, +C,X, +CiX, C,X, —C,X, +C,X, —C,X, |
L) | CoXo T X T CX 6y || ) | CaXo X, HC Xy = CoXs
0 o 0 o
CyX, +C, X5 +CyX, +CyX, C,X, —Cy X5 +C; X, — CyXs
| CyXy +C X5 +CyXs +CyX, | | C,X, —CyXs +C Xg — CoXy |
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Krok 2: W drugim kroku bedziemy obliczac
rownania: a,»=L®-a ,()*; ¢ () = B®-a (V7

gdzie wektor a,(V* jest wektorem a,V), do ktorego
poczatku dodano dwa koncowe elementy, macierze
L® 1 B® beda mialy postac¢




Krok 3: bedziemy oblicza¢ rownania:

3) — 3) . 2)+. 3) — 3) . 2
a,® =10 -a O c,®=BO -a @




Operacja

nastepujacych krokow:

odwrotna

sktada

S1C

Krok 1: a,® = (LO)T- a, &+ (BO)T- ¢, "

gdzie macierze (L®)' 1 (B®)T majq postac:

(L)

O O o O
N =

(UY)

(B
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Krok 2: a /() = (LO)T a @+ (BO)T- ¢ @,
gdzie macierze (L®)T 1 (B®)T maja postac:

c, O] ¢, 0 |
c, O -c, 0
(L(z))T _ C, G (B(2))T _ G Cs
C, C —C =G,
C, C
B Cs | | —Co |




ao(l).(L(l))T + co(l).(B(l))T

Krok 3: X
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